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4.1 ROWNANIA EULERA W PRZESTRZENI
CZTEROWYMIAROWE)J

W niniejszym rozdziale powtdérzymy znane obliczenia wykonane jeszcze
przez Poissona transformacji predkoéci punktéw przestrzeni z uktadu ® do
®' majac na uwadze przestrzen czterowymiarowa.

Jednakze prezentowane obliczenia réznig sie znaczaco od obecnie
istniejagcych z uwagi na to, ze w sposdb Sscisty wprowadzajg formy
rézniczkowe, okreslone na rozmaitosci rézniczkowej, zwigzane z obrotami
dowolnej grupy SO(n) uwypuklajac przy tym ich hiperpowierzchnie
niezmiennicze.

Rozwazmy podzbiér U rozmaitosci rézniczkowej przestrzeni fizycznej M*e

. . . . : 4
zanurzonej w czterowymiarowej przestrzeni Euklidesa E”. Przy czym, w
dalszej czesci rozdziatu zatozymy, ze mapg podzbioru U jest

.. , . . . 4
odwzorowanie identycznosciowe z podzbioru przestrzeni U < E” na U .

W uktadzie ©® mamy wyréziniony punkt ]'3 i baze ortonormalng
{ei:i=1,2,3,4} a w uktadzie ©' punkt P') i baze ortonormalna
{e'i:i=1,2,3,4}. Na rysunku ponizej przedstawiono oba ukfady

wspétrzednych oraz promienie wodzace punktu materialnego P . Wersory
ﬂ A

orientacji przestrzeni lustrzanej i ﬂ oznaczono przez “ni ’n.
N
B Al
|
1
€, a
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4 4 4
@ zi()—‘o +)—C') =% +;,[va1' e'fjdf =% +dei €',-+Zx' d,
p=

dt dt P dt at S dr (1)

de’; , bazie {e'i:iz 1,2,3,4} mamy:
dr'

4 . . . 2
= Z Adie', = i (A]’e'2 ne'sne +A e ne'sne' + sl ne' Ae'y e, Al /\2'3) (2
=1

Rozktadajgc wielkosé

de',
dr'
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, gdzie 4, :

i ! de'z
Ak=[ek| dt'j (3)

*T

, oraz izomorfizm pomiedzy n wymiarowa przestrzenig wektorowg E£”

a przestrzenig ( n ] wymiarowg ATE" iloczynéw zewnetrznych » —1
n—1

wektorow.

W ogélnym przypadku izomorfizm ud

pomiedzy przestrzeniag liniowag k
iloczynéw zewnetrznych AE" a przestrzenig liniowa 71—k iloczynéw
zewnetrznych A" E"

*T -
(e,.I/\e,.Z/\.../\e&) I e Ne  A..Ne (4)

L 2 L LU S Tk+2 Tk

W szczegdlnosci dla przestrzeni czterowymiarowej mamy:

e, ne;ne)=¢

:: (e, e /\el)ie2 (5)
(e, ne ne)=e,
* (ez ne /\63):64

Zatem, przyjmujac oznaczenia:

3
e,Ne;ne =e

3
e,Ne;ne =e, 6
: (6)
e,Ne Nne, =e

3
e,ne ney=¢,

, mamy:
n n—1 n
*l . T
DX e I=) xe (7)
i=1 i=1

n—1

,gdzien=4,X€E", e, =e_Ae, .. ¢
1 2 n-1

n-1

, lub ogdlniej

T n-1 n r n—1 n
¥ £ :le.* e;:le.e,. (8)
i=1 i=1

T . T . . . e rs .
Wyijasnijmy, ze operator * nie jest operatorem Hodgea, poniewaz rézni
sie od niego nieznacznie definicjg. Definicja operatora Hodgea:

* _
(e’] Aef: /\'"Ae’l )_gilviz’----fx’ix+|vfn+2 ----- bk ein+1 Aefﬂ+2 /\"'Aefy,—x (9)

Zatem operatory te rdznig sie znakiem:
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*(el.1 N2 /\.../\el.k):(—l)k("fk) T (el.1 N2 /\.../\el.k) (10)

Operator T nazwiemy operatorem transponowanym gwiazdki Hodgea.
Operator * ma nastepujgce wtasciwosci:

WA (L g

aene nne =*e ne  A..ne )=

i iy NG NN = E i s

¢ N N.NE, (11)

i & NGy N NG =8

D8 N AN = E iy 1€ NG NG

Korzystajac z ortonormalnosci wersoréw {e'l i= 1,2,3,4} mamy:

(e’i|e'j): 8 (12)
, zatem rézniczkujac wzgledem czasu w uktadzie ® otrzymujemy:

de', de',
[(Z:Ie‘,-}[et- dt;’J=0 (13)

, 2 ktorej wynika, ze de', jest ortogonalny do é
dr'

Zatem:

*% =4,78,70 (440 10,0 140,10, 10,140,001, =

{é,% 0., éz|%}Me‘}/é,{é}\%jﬁﬂé,»éz{é‘,\%jéz/él»é}:

{éz% e, é,|%jé4»é1/é2+(é4|%}2»é1/é3= (14)
{éﬂ%}mwl{él\&}4@/@1{@4\@}3/@/@1:

T T
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*% =Alze'z/\e‘;/\16'44—./4223'4/\3'3 ne + 14326'4 Ae AE Y+ Af ¢ e A =
— e' ‘& e' /\e' /\e' ev ‘& ev /\e‘ /\e' ev |& ey /\8' /\E' e, |& e' /\e'/\
1 df 2 3 4 2 df 4 3 1 3 df 4 1 2 4 df , \
— ev ‘& ev /\e‘ /\e' |dé e /\e /\e |dé e Ae Ae
gy [f21es7¢a €, a ,H €, 7 =
=|¢e ‘@ A A H e ‘% e A ACH € |& A AL = (15)
g [P376aneam| 217 g [1A€aeaT Cal™ 17637
L dé, ), A '
([el| dtfj@wéﬁ{é \ je A64{64|7;Je1Ae3]A62

de
$ Q€3 _ B B D A A B A A A A —
pr =Ae nene A e Neyne +Aie ne ne A e, ne' nely =

=|¢e |% NN \dé VNV \dé3 ' Ae ne',H € \% €', A

1 df 2 3 4 2 t 1 3 df 4 1 2 4 df 2
= (e'l | %je'4 ne', /\e':ﬁ-(e'2 | %)e‘l e, /\e'34-(e'3 \ %)e‘l ey ne'y= (16)
[e' \&]e' ne' {e‘ |%je' e 4{ | de, je Ae, |ne

1 dr 4N\€y 2 ar ! 4T €3 ar 2 3

—4e N R N NN N NN I NNANCE

de, de, . dée, ),
NI R s o e, nene|H ey —+ 7 €, Ae Ae'y e4|ﬁ N
d je e /\eﬁ{ 4|det’ ]e ne' /\eﬂ{ eyl —+ de, ]e AEYAE, = (17)
' déz ' ) de'
e3 ey 64‘% N e 7t e\ e, [ne,

2
Powtarzajagcy sie dwuwektor nazwiemy predkoscia katowa @, ktory
zdefiniujemy nastepujgco:

2 de', e, ), de',
w=|e,|— |\ re',+ € \ e'\ ne'yH e | —= le ne's+
dt' dt dt'

de' de' de'
+[e‘,\ d'z e ne' +H e | d'l ', e, H e | d? ', Ae's
t t t
2

Nie przypadkowo oznaczyliSsmy predkos¢ katowg @ jako forme

(18)

rézniczkowa drugiego stopnia, okreélong na wigzce stycznej TM *°
rozmaitosci M przestrzeni fizycznej czterowymiarowej poniewaz, w mysl|
definicji forma rézniczkowa w punkcie g rozmaitosci MRejest k —forma

zewnetrzng okreslong na przestrzeni stycznej TM;e !

! Zobacz uzupetnienia. Wyjasniamy, ze przejscie od wektoréw do form liniowych
jest mozliwe dzieki izomorfizmowi okreslonemu przez iloczyn skalarny. Z kolei
iloczyn skalarny moze by¢ zdefiniowany za pomocg metryki Riemanna na
rozmaitosci Reimanna.
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2
Zatem réwnanie na predkoscig katowg @mozemy zapisa¢ w uogdlniony
sposob, jako forme rézniczkowa drugiego stopnia okreslong na rozmaitosci

TM * w postaci:
2
a(q) = 0,,(q)dg, Adq, + @ ,(q)da, Adg, + @ 5(q)dg, Adgy +
+ [U3,4(q)dq3 Adgq, + @, J@)dq, ndq, + @, 5 (9)dq, ~dq,

@,,(q) = [ 3(q)J @ (q)
@,,(q) = [ 4(q)J @,(q)
02(9) = [eu (g)1 %2 (q)]difws @ (19)
0,4(@) = (eu dez (q)] 2o
01(0) = ( (q)] Zo@
w,,(q) = (e\ “(q)] @,(q)

,gdzie g e M*

Oznacza to, ze bedziemy korzystali z formy zewnetrznej i rézniczkowej
predkosci katowej, co nie powinno prowadzi¢ do nieporozumien. Przy czym
n
n—2

wymiarowej A" 2 E" form zewnetrznych rzedu n-2 okreélonych na

forma zewnetrzna réwnania jest okreslona na przestrzeni liniowej

przestrzeni E".
Reasumujgc w przestrzeni fizycznej bedacej n wymiarowg rozmaitoscia
rézniczkowa 7 >3 predkosé katowa jest forma rdzniczkows rzedu n-2

okreslong na tej rozmaitosci.

Ostatecznie podstawiajgc do wzoru (1) otrzymujemy:

dx X' o
— =V, +—+* oA X' (20)
dt dt
, oraz:
2
V=9, ++* oA X' (21)

W uktadzie wspétrzednych ®' bedziemy zawsze analizowali tylko takie
elementyz, dla ktérych predkos¢ V' jest réwna zeru:

2
V=v,+* oA X (22)
Ogolniej w przestrzeni n wymiarowej mamy:

n-2
5 =7+ @A T (23)

2 Tymi elementami sg mate obszary przestrzeni.
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, ale ¥, mozna zapisa¢ jako:
Vo = * Vo (24)
Zatem podstawiajac (24) do wzoru (23) otrzymujemy:

n=2

n-2
=V, +* oAX'=* *Y +* oAX'=

n-2 (25)
s ne)

<l

Czesto bedziemy opisywac przypadki, w ktérych \7020. Dla takich

przypadkow wzér (23) ma prostszg postac:
n-2

V=* oAF (26)

Zauwazmy, ze dla kazdego elementu X' przestrzeni n wymiarowej

x'€ E" mamy:
(27)

T

Zapiszmy wyniki dziatania izomorfizmu na wersorach bazowych

. S . . 2 4
dwuwektoréw z przestrzeni sze$ciowymiarowej ¢; € A”E":

i=1

4
T %7 - _
[eu\erj (61/\64/\2)(‘.8‘.}— X,e; + X,e,

ezx\e4A2xe = X,e; — X;e

e3/\e4/\2xe —-Xxe, + X,e

i=

:*[
o
:*r[
:*T(

i

(28)

R CRECRE

S

gl

= x,e, — x,e,

i=1
i
i=
4
i%i
i=
i

4
e, Ne; N z X.e; —-Xxe, + x,e

i=

[ez/\ X;e; j
i=1

[ Xiei j

i=1 1
[64/\ x,e; j —X;e, + x,e,

i=1 1
[65/\ X;e; j

i=1 1
[es/\ Xx;e; ]

i=1 1

. < 2 4. .z 2.2 2 22

Baz rz rzeni dwuwektorow A E Zpior:
azg przestrzeni dwuwektoro jest zbio qez%e4,e5,eé

, gdzie wprowadzono nastepujgce oznaczenia:

el =e ne,
ex=e, ne,
e;=e;ne,
: (29)
es =e Ae,

es =e A e;

es =e, A e,
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W przestrzeni A2 E? wprowadzmy jeszcze strukture euklidesowa

przyjmujgc nastepujaca definicje iloczynu skalarnego:

o)
(f|)_;)= lxiyi

feA" 2E"Ajen" 2 E" o

, gdzie:

=)
[

™
X
o

<
I
=
Q

Norma wyznaczona przez iloczyn skalarny ma postac:

N
= G19)= 3%
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4.2 MOMENT PEDU W PRZESTRZENI CZTEROWYMIAROWE!
n-2 )
Przyjmiemy nastepujacg definicje momentu pedu J € ANTE":

n-2

J = i X, Amy, = *i mx, AV, (33)

Wykorzystujac uprzednio uzyskane réwnania mamy:

N

- N
J2=*Zm,5c’i/\\7i= z x0+x )/\[v0+* 0)ij
i=1

i=1

N 2 N 2
=*E m,.x',./\vo+*§ mxy A* a)/\xi'+*§ mXx' . A* onX,'= (34)
i=1 i=1 i=1

2 N 2
= — — T = — T —
=*MR AV, +*MXxy A* OAR'+* E mx' . A*¥ onX,
i=1

, gdzie przyjeto:

<
i
3

(35)

= =

n i
g- |-
M=

3

T

3
=

Zaktadajac, ze wektory Ri \_50 s wspotosiowe, R'= 0 i przyjmujac n =4
otrzymujemy wzor na moment pedu w postaci:

N
*me A¥T a)/\x (36)
i=1

2
Wykorzystujagc wzory (28) obliczmy sktadowe momentu pedu J dla
2 2

_ 1 ' L B [ 1 13
W= e =meNe | X=X, € +X;,; €
2 N

2
_ % ] 1 ] ] *T 1 1 1 " _
Jia= zmi('xz.i €, +X;; € )/\ @, ein (xz.i €, +X;,; e )_
=

*

M=

] ) ] |l |l ) ] LN
m; @, (xz.i €, tX;3, €3 )/\ (_ Xy €3 1X3; € )— (37)

*
m[wl((le x}[ )6/\@3 mel((xu x3‘ )e/\e4

= L

3 Odlegtos¢ w kierunkach prostopadtych do osi obrotow.
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Zauwazmy, ze lewa strona réwnania jest dwuwektorem, a po prawej
stronie mamy réwniez dwuwektor, ktorym jest predkosc katowa.

Zatem mozna zapisac:
2

} =1lw (38)

, gdzie [jest symetrycznym operatorem liniowym (lub tensorem
2 2
bezwtadnosci) przeprowadzajgcym dwuwektor @ w dwuwektor J .

Ogolniej w przestrzeni n wymiarowej mamy:
n-2 n-2

J=1w (39)

2 2 2 2

W postaci macierzowej operator / w bazie {el €,,65,€,,5,6,

} daje sie zapisac

n
jako 1” gdzie 1€4L2,... 1D =N _,AjeN, ,=N,.

2
Przy wprowadzonych oznaczeniach sktadowa momentu pedu J, wyraza

sie za pomocg ogdlnego wzoru:

2 6 2 6 6 2 6 6 2
J=2Jie,- =ZZ],J ;e =221j’,a),e,- —ZZ[ , e,

il j=1 j=1 i=1 i=1 j=1

i=1
6
‘L‘zzz:lfiaﬁ (40)

Jj=

, albo ogdlniej:

w2 N, N, N, N, N,

VD S APII 3 AP o AP 2 3 B

i=l =l j=1 J=1 i=1 =l j=1

(41)

Analogicznie do przypadku tréjwymiarowego, dwuwektory bazy, w ktoérej
operator I jest diagonalny bedziemy nazywali ptaszczyznami gtéwnymi
momentéw bezwtadnosci. Momenty bezwtadnosci wzgledem tych
ptaszczyzn nazwiemy gtdwnymi momentami bezwtadnosci i oznaczymy

anZ '

Korzystajgc z wprowadzonego zapisu dla dwuwektoréw bazy mamy dla
predkosci katowe;j:

e e AT Ao

Poréwnujac predkosé katowa w przestrzeni czterowymiarowej z predkoscia
katowa w przestrzeni tréjwymiarowe;j:
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_ d d d
(0:[% ;}1 +(el ;}2 +(ez d‘jj% (43)

2
, stwierdzamy, ze odpowiednie sktadowe dwuwektora @ predkosci

katowej mogg by¢ utozsamiane ze sktadowymi wektora predkosci.
Bezposrednio z wzordow (42) i (43) otrzymujemy:

62()— ez— ez— e2+e|@e2+e\d—ezez+e|&e2 (44)
_@15‘)226‘%33df4 g e Al )%
, oraz:
2 2 2 2 2 2 2
0= -, e,—w, e+, e, + 0 e+ @, e (45)
, gdzie:
B de,
a)4—[e3| dt']
de
or = [e4 | d;j (46)

Zatem z wzoru (45) wynika, ze sktadowe dwuwektora predkosci sg
obrotami w ptaszczyznach rozpietych na dopetnieniach dwuwektorow

2 2
bazowych. Rozwazmy, jako przyktad sktadowa e, dwuwektora predkosci @,

ktérg jak wynika ze wzoru (45) jest —@,. Oznacza to, ze mamy do

czynienia z obrotami w pfaszczyZnie rozpietej na wektorach L(ez,e3).
Podprzestrzenig niezmienniczg tych obrotéw jest podprzestrzen rozpieta

na wektorach L(el,e4), czyli tych samych, ktére tworzg dwuwektor

2
bazowy e, podprzestrzeni A2 E" gdzie n=4.

Poréwnujac z kolei momenty bezwtadnosci Il z ich odpowiednikami
tréjwymiarowymi, bedziemy mieli:
11 = 11,1 = 114,14 = 11(3d)

I, 2124‘24 :I;M) (47)

— —_ 7(3d)
[3 _[34,34 _[3

2
'

Zatem moment pedu w pfaszczyznach gtéwnych {eNZ} momentu

bezwtadnosci ma postaé:
2 22
J=Iw=
2 2 2 2 2 2
_ (] (] 1 (] (] (]
=—lwe\-Lwe,~Lwe,+1sme,+1swes+1swe

(48)
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Jezeli moment pedu jest dwuwektorem, to jego pochodna po czasie
utozsamiana z momentem sity jest réwniez dwuwektorem:
2
2
2 =D (49)
dt

Ogolniej dla przestrzeni n wymiarowe;j:

n—2
aJ _'5 (50)
dt

Aby obliczy¢ pochodng po czasie dwuwektora przy przejéciu do uktadu ©'

wykorzystamy wzér (20), ktory po podstawieniu P0 = on przybiera postac:

(), Lo
—_— = —++ WON X (51)
dt {21 €2 ,33"34} dt {3’1’2'2,6'3’9'4 }

2
Transformacja pochodnej po czasie dwuwektora # do ukladu ®' ma

postac:

6 2
: d ie'; 2
du (Z” ¢ j_idu'. 2 & de (52)
— g '

2
de' d(e’] /\e’4) de', , | de',
=———*=—"TAhre',+e'\A =

dt dt dt dt (53)

2 2 2 2
T T *
=* (a)/\e’lj/\e’4+e’1/\* (a)Ae'4):a)A e'|

, gdzie wprowadzilismy nowy operator /\*, ktéry jest zdefiniowany
nastepujaco:
2

2 2
UN (x/\y)s*T(u/\x)/\y+x/\*T(u/\y) (54)
, a ogolniej:

n=2 n-2 n=2
u/\*(x/\y)s*r(u/\xj/\y+x/\*T(u/\yj (55)

Zatem podstawiajgc (53) do (52) otrzymujemy wzor transformacyjny dla
pochodnej po czasie dwuwektora:
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ei+on u (56)

i ogdlniej:

ui '
= Z—teﬂ—a)/\ u (57)
o
2

Przechodzac do uktadu ®', w ktérym operator I jest diagonalny, a jego
sktadowe sg state w czasie otrzymujemy z wzoru (49):

22
2 Il
g_d( “’j

2 2 2 2
@ a =-lw e -1lo on e —-1,0,e,+
2 N 2 2 2 . 2
—-Lo,on ¢, 1,o,e\— Lo, on" e+ (58)
A 2 2 N 2 A 2
+lio,e'y+lsw, 0N e+ 1so5e's+
2 2 2 2 2

RN - ' 0
+1sw;on e's+1cwgze's+1ewgon e

, lub ogdlniej:

i B e 59)

Podstawiajgc za dwuwektor @ w réwnaniu (56) wyrazenie z rownania (18)
otrzymujemy:

2 2

on e, = *T((— we'| ne',—m,e', ne' —we' s N 0,8 Ae' L Fase’ ne'sae, /\6'3)/\ e’l)/\ e+

e\ N ((— we'| ne',—m,e', ne' —we' N 0,8 Ae'y rase ne' s ae, /\6'3)/\ e'4):
2 2 2 2

_ o Vo ) Vol ] ] g ]

=—m,e'\ e e, Ae' ol Ne's—ae\ ne'y = —m, e+ o, ey o, el — o ey

2 2

.
on' e, =*" ((— we'|\ e ,—m e, ne' .~y ne' Fa,e' ne' ase Ne'sae', Aey ) ne'y )/\ e+
e N ((— we'|\Ne',—m,e', ne' . —mse's ne' Fa,e' Ae'ase Ne'sae', ney ) A e'4) =

2 2 2 2
o A ot ot o = ] ] ]
= e\ ne',—oe'| Ae' +o,e, Ao, ne' = o ey — o, e\ + o, e —a ey

2 2
ON" € =¥ (= 0, AC— 0,6, AC,~ 0 A 0,8 AL+ DL A+ A VA E ) A E
A €y = NN N N IR OX SN OXDUN AT OV ON-SUN- VN VN
kT (o) Ao o Aoy o A i o Ao o A o Aot VAo )—
A ((—aye, Al y—mre' s ne —,e A 0,8 Ay e Ao e ) A e ) =
2 2 2 2
=—we',ne e\ Ne' ,—oe' e, Fage's ne' = —m eyt o, e+ as el — g e (60)
2
* v _ %l Voo ' ' ' ' Voo Voo ' ' ' '
on' e, =¥ (- me ne'y—m,e'y Al e ne + @, Ay + 0 N e s Al ) A e ) A+
v/\*T((_ A — .8 A~ N 0,0 A+ NE A+ y/\v)/\v),
€y WE Ny — W)€ HNE =8 INE T | N, T\ Ne T D, NeZ N e, )=
2 2 2 2
_ o Vo ) Voo ] ] ]
=—w,e'\ne',—ae' Ne' e\ Ne's e Ny = o, e+ o e+ o et g e
2 2
N **T((—we' A€ —me' Ne' e e e AL o Ae'stae', ne' )Ae‘ )Ae‘ +
@, 5= =1 4 2v 2 4 3v3 4 4% 1 2 571 3 6~ 2 3 1 3
e nF ((— we'\ne',—m,e', Ne' . —m,e's N Fa,e' ne', ase Ne's+ae', ne'y ) Ae'y ) =
2 2 2 2
o A ) ) o — o ] ] g
= wye', ne's—ae', Ae's—me\ ne',—w,e' Ne'y = oy €'+ o e - ey~ w, €
2 2
* O = (= e A 018 N s s N O, N Y5 Ay A ) A ) A+
on €= we'\ N ,—wye', Ae' —ose's Ne' e ey ase' ne's e, Ae's ) A e, ) A ey
KT (o A ol ol ol s ot Aot e o o ot Ao VAo ) —
N ((—me ne'\—m,e'y ne'y— e A H@,e Ny Fse A e A ) A ey =
2 2 2 2
=—m,e' ne'y+aoe' Ny +me' ne' —o, N = —o, e — o, e —w, ey — o, @
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Zatem ostatecznie:

22
d} d(le . 2 2 2 2 2
?: o :—l,w,el—l,w,(—wze3+wxez+w4e5—wxe )+

2 2 2 2 2
—Iza')ze‘z—lza)z(a)le"—a)‘e',+a)46',,—a)(_e'4)+

2 2 2 2 2

o ] ] g g
—Loye'\— Lo —w e+ o, e + e —wge |+

2 2 2 2 2

P ] ] ] ]
+lio, e+ 10, 0, e+ o e, +o e+ oge| |+

2 2 2 2 2

Do g ] ] g
+1sase's+1s o5 wye' +wge's—w e~ e |+

2 2 2 2 2
Do ] ] ] g
+1(.a)6eﬁ+1(.wﬁ(—a)zes—a)se3—a)ze4—a)4ez

(61)
+(7lla')l+12w2a)3—13a)3w2+14w4a)5 15[05[04)6 +
+( Lo, - 1,o0,+ Low + 10,0, - Ina)ﬁ@)
+( Lo, +11wla)2—lza)za)l+Isw5w671(,a)6a)5)e +
2
+(14w4+1wla)5+1 0,0 — 1s 0,0, — Iﬁa)ﬁa)zje +
2
+[ 55— Ilwla)4+130)3£06+I40)40)l*16£06£03)€y5+
2
+[Isa)ﬁ Lw,w, -1 a)‘a)5+14a)4a),+lsa)a)‘)e,,
Réwnania Eulera w przestrzeni czterowymiarowej maja wiec postac:
—I,)o,0, + (147“]%@5 D,
Lo, = (I, - I,)o0, + (Ikujm s — D,
Lo, = (1, - 1,)o,0, + (lsﬁsjwswﬁ D,
(62)
141[)4:(15— jma)s (Iz,— ]wza)b+D4

’5¢5=[1\*’4J ,a)4+[l Ja)xwﬁJrDs

1‘5@6:[12714] (1,—15]mm5+D

W przypadku, gdy wszystkie sktadowe momentu sity sg rowne zeru mamy
mnozac odpowiednio przez @,,®,,®;,d,, W, Ay :

10,0, = (12 - 13)w1w2w3 +(147 15)w1w4w5

Lo,0, = (13 - 11)w1w2w3 +(147 16Jw2w4w5

Lo,0, = (11 - 12)w1w2w3 +[157 15Jw3w5w5

lio,0, = (15 Jw,ayws +(1r Izjwzwm){, (63)
Is o0, = (1, 714Jw,w4w5 +(1r Ilijwaﬁ

Isom, = (12—14}0 0,0, + (1‘!_15}0)1&)50)6
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10,0, +1,0,0,+ 1,0,0,+ 40,0, +]s0,0;+ 16,0, =

(64)

, co daje ostatecznie:

%[llwf+12a)22+13w32+14a)f+15w52+16a)62j:0 (65)

Réwnanie to prowadzi do prawa zachowania energii kinetycznej kanatow
przestrzennych:

R Y S Y
LIS 4T 4 3 450 —const (66)
Il 12 I3 I4 IS 6
Ogdlniej:
N, 72
~L =const 67
Z[. (67)

Mnozac z kolei odpowiednio przez [,@,1,0,,1,w;,1,0,,10;, 10
otrzymujemy:

o, = 1,1, - I, Jo,0,0, + 1,(14— Isjw,w4w5

Loy, = L(I, - I,)o,0,0, + 12(14— Isjw2w4w(,

oo, = I,(I, - I, )o,0,0, + 13(15 - Ir,)w3w5w6

(68)
I}o,0, = 14(157 Ilja),a)é,w5 + L,[Ir,flzjwzw‘,a)ﬁ
Loso, = 15(1I - 14}0,@4@5 + 15(16_ 13]w3w5w6
Ilo0, = I(,[I2 - 14ja)2w4a)(, + I(,[I3 - Isjwswsw(,
Ostatecznie otrzymujemy:
INow, + 6,0, + 1}o,0,+ 0,0, + [l60,0,+ [}o,0, =0 (69)
, co daje
j—t(lfa;f F 20+ R0d + Dol + 2P + 120)=0 o)

Powyzsze rownanie prowadzi do prawa zachowania momentu pedu dla
kanatow przestrzennych:

JI+ I+ T+ I+ T2+ J . = const (71)

, a ogolniej:
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J? = const (72)
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4.3 KANAL PRZESTRZENNY W SPOCZYNKU

Uwzgledniajgc symetrie kanatu przestrzennego, a wtasciwie zaktadajac, ze
kanat przestrzenny takowg posiada przyjmiemy nastepujgce rownosci:

I.=l=1=1 (73)

, oraz
I,=1,=15=1 (74)
Podobne zatozenie zrobimy odnosnie odpowiednich predkosci kagtowych:
wS =w =0, =0,

@y, =0, =0, =

(75)

Zatem bezposrednio z wzoru (48) mamy uproszczony wzér na moment
pedu kanatu przestrzennego:

2 22 2 2 2 2 2 2
J:Ia):—Igwg(el+ez+e3)+1Wa)W[e4+es+e<,) (76)

W przypadku kanatu przestrzennego ortogonalnego do hiperpowierzchni
brzegowych dodatkowo przyjmiemy, ze:

@, =0 (77)

Po podstawieniu do wzoru na moment pedu otrzymujemy:

2 22 2 2 2
J:Iw:—lga)g[el+ez+e3j (78)

Interesujgcy jest przypadek, w ktorym kanat przestrzenny bedacy w
spoczynku ma tylko i wytgcznie jedng sktadowa momentu pedu na przyktad

sktadowa ¢, A e, :
2

Jo=-1.me ne, (79)

S

Otéz okazuje sie, ze tego typu kanat przestrzenny charakteryzuje sie
ruchem obrotowym wokét osi e, ale réwniez wokét osi e,. Przy czym

obroty wokét osi e, sa w fizyce tréjwymiarowej powigzane ze spinem.

Ponadto zauwazmy, ze istniejg doktadnie trzy orientacje kanatu
przestrzennego, w ktérych zachodza obroty wokét osi e, . Czyzby kwarki

byty kanatami przestrzennymi o takich witasnie orientacjach? Na to pytanie
odpowiemy w kolejnych rozdziatach.
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