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Transformacja Lorentza w czterowymiarowej czasoprzestrzeni pomiedzy

uktadami © i @, przy zatozeniu, ze uktad @ porusza sie wzgledem © z
predkosciag v :Vél jest nastepujgca:
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Wz6r na fl prowadzi wprost do kontrakcji dtugosci, ktdéra jest obecnie

interpretowana dostownie, przez co jej warto$¢ poznawcza jest
ograniczona. Aby wybrnac¢ z tej sytuacji wprowadzimy postulat, ktéry jest
uzasadniony strukturg przestrzeni:

Postulat zmiany orientacji przestrzeni lustrzanych:

Kontrakcja dtugosci przy przeksztatceniu Lorentza wynika z réZnego od zera
kgta pomiedzy normalnymi do hiperpowierzchni brzegowych (przestrzeni
lustrzanych) uktadow poruszajqcych sie wzgledem siebie.
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FIG. 1

Bezposrednio z postulatu wynika, ze dtugos¢ preta, zmierzonego w uktadzie
wzgledem ktérego pozostaje on w spoczynku, jest stata.
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W zwigzku z tym na rysunku oznaczono przez N raut preta bedacego w
spoczynku w uktadzie © na podprzestrzen lustrzang uktadu ® . Oznacza
to, ze pomiar dtugosci preta znajdujacego sie w uktadzie ® sprowadza sie

do pomiaru jego rzutu na podprzestrzen lustrzang uktadu ® .

Z rysunku otrzymujemy:
N
cos®, = = 7

(1-p)+sin’®, =1 (2)

sin®, =4

As -1
Zatem korzystajac z wzoru na dylatacje czasu N = Y JAY) mamy:
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Reasumujac, obserwator w ukfadzie ® analizujac zjawisko polegajace na

rozprzestrzenianiu sie promienia $wietlnego w uktadzie ® wzdtuz preta o

dtugosci [ bierze pod uwage' czas Af oraz rzut preta 8 na przestrzenie

lustrzane uktadu © lub dtugos¢ preta [ i czas Afw uktadzie @

Wielkosci te ulegly transformacji z uwagi na rézny od zera kat ®v

pomiedzy normalnymi do hiperpowierzchni brzegowych uktadow
poruszajgcych sie wzgledem siebie.

Widaé, zatem jasno i wyraznie, ze pomiar rzutu preta na hiperpowierzchnie
uktadu ® , prowadzi do wprowadzenia btednych poje¢ kontrakgji dtugosci
oraz dylatacji czasu.

Nalezy wyraznie podkresli¢, ze fizyczne uktady wspotrzednych sg zwigzane z
obiektami  fizycznymi,  ktére  okreslajg w swoim  otoczeniu
hiperpowierzchnie brzegowe. Trzeba, zatem zwrdcié¢ szczegdlng uwage na
obszary okreslonosci danego lokalnego uktadu wspétrzednych zwigzanego z
danym obiektem fizycznym.

W zwigzku z tym wprowadzimy definicje fizycznego uktadu wspotrzednych:

Definicja fizycznego uktadu wspotrzednych

! Skoro droga do przebycia przez swiatto jest ,krotsza”, to musimy ,wydtuzy¢”
uptyw czasu, aby zachowac statg predkosé¢ swiatta.
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Fizycznym uktadem wspotrzednych zwigzanym z danym obiektem fizycznym
zajmujgcym obszar U nazywamy mape (U, y) okreslong na U °.

W opisywanym przypadku uktad @ byt zwigzany z pretem, w ktérym pret
pozostawat w spoczynku.

Z postulatu zmiany orientacji przestrzeni lustrzanych uktadu poruszajacego
sie z predkoscig V wzgledem innego uktadu wynika, ze obiekty fizyczne
zwigzane z uktadami fizycznymi wptywaja na geometrie przestrzeni.
Obiekty, o ktérych mowa zbudowane sg z ogromnej liczby kanatéow
przestrzennych, ktére zmieniajgc swojg orientacje doprowadzajg do zmiany
orientacji hiperpowierzchni brzegowych catego uktadu.

Aby ustali¢ orientacje kanatu przestrzennego poruszajgcego sie wzgledem

uktadu ®, przyjmiemy, ze kanat przestrzenny taczacy roine
podprzestrzenie lustrzane bedacy w obszarze bez grawitacji3 jest w

spoczynku, jezeli jest ortogonalny do podprzestrzeni lustrzanych uktadu ®

Wyjaénijmy, ze uktad © jest fizycznym uktadem wspétrzednych, dlatego
zwigzane z nim kanaty przestrzenne U®,i okreslajg hiperpowierzchnie
brzegowe, ktére sg do nich ortogonalne. Zatem w przypadku, gdy
wezmiemy kanat przestrzenny Ul réwnolegty do kanatéw U&i , tojest on
réwniez ortogonalny do hiperpowierzchni brzegowych wyznaczonych przez

kanaty U@)’i )

Bezposrednio z rysunku wynika, ze kanaty przestrzenne zwigzane z

uktadem ©® tworzg zerowy kat z normalnymi do hiperpowierzchni agi

ﬁg. Natomiast wzgledem hiperpowierzchni “ ¥ i N tworzg kat ®v.

Inna sytuacja ma miejsce, jezeli rozwazamy ruch pojedynczego kanatu
przestrzennego w uktadzie ® . Wéwczas kanat przestrzenny zaleznie od

predkosci jest nachylony pod katem ®v do normalnych hiperpowierzchni

brzegowych, ale tym razem ich orientacja pozostaje niezmieniona. Kanat
przestrzenny w takich warunkach bedzie wykonywat ztozony ruch (precesja
i nutacja) utozsamiany w mechanice kwantowej z falami materii z uwagi na
nieokreslonos¢ jego potozenia i pedu.

Doktadniej zajmiemy sie tym tematem w innym rozdziale, jednak juz teraz
mozna zauwazy¢, dlaczego nie mozna doktadnie ustali¢ potozenia
czasteczki elementarnej bedacej w ruchu. Wystarczy w tym celu
uzmystowi¢ sobie fakt, ze potozenie poruszajgcego sie kanatu

®  Ppatrz ,0ddziatywania  grawitacyjne” oraz ,Geometria oddziatywan

grawitacyjnych”.
P w kolejnych rozdziatach przekonamy sie, ze kanat przestrzenny bedacy w
spoczynku wzgledem obiektu astronomicznego, bedgcego Zrédtem pola
grawitacyjnego, nie jest ortogonalny do hiperpowierzchni brzegowych.
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przestrzennego  okreSlamy za pomocg trzech  wspdtrzednych
przestrzennych, a powinnismy uzy¢ znacznie wiekszej ich ilosci®.

N

“N

FIG. 2

Na rysunku przedstawiono kanat przestrzenny poruszajgcy sie z predkoscia
v wzgledem uktadu fizycznego ©® :

‘7=(‘7|e1)el (4)
, dla ktérego kat ©® jest zdefiniowany, jako kat skierowany

0 = Z(’e, 64). v

Transformacja l), wspotrzednych z uktadu ® do O to transformacja
wynikajaca z obrotu B@v uktadu @ w ptaszczyznie L(€1,€4) dookota

pfaszczyzny niezmienniczej L(ez,%) oraz translacji q w uktadzie © :

D, = CtBQ (5)
, gdzie
Cx=x+vt (6)
, oraz
cos®, 0 0 sin®,
B - 0 1 0 0
>0 01 0 (7
—-sin®, 0 0 cosO®,
, gdzie:

4 Zajmiemy sie tym tematem w innym rozdziale jednak juz teraz mozna powiedzie¢,
ze do okreslenia tylko i wytgcznie potozenia koncéw kanatéw przestrzennych
potrzebujemy szesciu wspotrzednych przestrzennych.
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sin®, = f

cos®, =y =4/1-p5° (8)
W postaci macierzowej transformacja uktadu wspétrzednych ma postac:
vt cos®, 0 0 sin@®, | X
D, =CB, = 0 N 0 1 0 0 X, (©)
’ 0 0 0 1 0 X,
0 -sin®, 0 0 cos®, | X,

W ogdlnosci rozwazmy predkosé w dowolnym tréjwymiarowym kierunku:

V=ve tv,e, +vse, :(‘7|el)el (V‘ez)ez (V‘es)

- Hchosa e + Hchosa e, +Hchosa e, = v( H e + 22 H H ‘:383] = (10)
v

=[v[»
i obré¢my czterowymiarowy uktad wspotrzednych w ptaszczyznie L(ﬁ, 64)

okat © .

Aby tego dokona¢® sprowadzimy obrét w ptaszczyznie L(\7, e4) do obrotu
w ptaszczyinie L(e;,€,) stosujac kolejno dwa obroty BB, :
B,=B,'B, 'B, BB, (11)

Transformacja ukfadu wspotrzednych bedzie miata postac:

D,=C,B,=CB,”'B,"B, B,B, (12)

Obrot Ba jest obrotem ukfadu wspétrzednych wokot hiperpowierzchni

V)

2 2
A A

niezmienniczej L(el,e4) okat sina =

0 0
V3 V)
’ N
B, = v v (13)
0 2 3 0
\/vz v \/vzz +v,
0 0 0o 1]

®> Mozna tez zastosowac algebre kwaternionow.
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, a nastepnie obrét B, wokét hiperpowierzchni niezmienniczej L(e,,e,)

[ 2 2
v, +v3‘

okat sin f = —————:
M
_ - - _
v AV, +V
adn 0 X2 _3 9o
1 1
0 1 0 0
B 5= ’V 2,2 v (14)
X2 3 9 e u 0
M i
L 0 0 0 1]
Ostatecznie mamy:
\(’); —(312 0 n 0 - “vZZJrV—‘Z 0
0 2 0
1 Arrai il I (R
B,=B,'B, B, B,B, = ., . 0
0 L —— 0 m 0 v
W PAZNE H"H H"H
o0 o 1] o o 0 15)
2,2 0
cos®, 0 0 sin®, HVT'H 0 VZHVH ) 0 v, v, o
o 1o o0 1 0 0 N
0 01 0 [ ’ o ¥ v,
—sin®, 0 0 cos®, | H"H 0 M 0 v vy W
0 0 0 1.0 0 0 1
, gdzie:
v, 0 v+ o 1 0 0 0
T T 0 V3 VZ O
R I S S L e e
Do = /sz‘*"’gz W o _ v, e . =
TR MY e e
0 0 0 0 0 0 1
o - Lo (16)
I ([ I
0 Vs V2 0
= \/sz v’ \/sz v,
VZZ +V32 " v, Y vy
I M v M40
0 0 0 1
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e N Vs
_ (i ( (il
cos®, 0 0 sin®, v v
0 10 0 0 - : 0
B. B.B = \/VZZ-PVXZ \/VZZ-PVXZ =
& f e 0 01 0 \/ﬁ : X
—sin®, 0 0 cos@, |-V R T R M Vs
' ' (i M v M
0 0 0 1
H H —cos®, H H —=cos®, H H —=.cos®,  sin®, (17)
0 V3 Yy 0
\/v2 v, \/vz2 v
- A vz2 +v32 v v, Y vy 0
(i WHJ%2+V£ \WHJWZ+VJ
H H —Lsin®, H H 2s5in@®, H H —=sin®, cosO,
) ﬁcos&), Wﬁcos@, ﬁcos&), sin®,
L 0 - 0 o o : o
B,'B, BB, - 1 0 o N ) _
‘ H M(‘*uwi? ’
) 0 ! Memo Memo —M. n®, cosO,
0 0

s

- e N N B T v’
i ] Bcaarys E T W
M [} M M v &

R e (18)
UM e M '

~Visin®, 25in@ ~1sin® )
L M [ [ '
r 2
1+ (cos®, ~1) (cos®, -1) I (c0s@, -1) smO

[ H H

© Vi : vy
TR

%sme. 7ﬁsm@.
0
0
0
1
H H (cos®, —1) V—(COSQ, -1) ‘\‘)“T (cos®, 1) I Hsm@
W

2
NS

v (cos®, - 1) v v A 0s@, + 1 " in®
2 s T = % 3 s TS ,
M ERCE M Voo
V.
sin®, sin®, —-sin @,
H ] H ] [l
l+—(cos@ ~1) —’—2 (cos®, ~1) Ul 3 (cos®, —1) Lsin®,
hr K I B i (19)
ﬁ ﬁ c0sO, -1) —— 1 L ul "2"3 H ] 2 5in @,
= s v+
Vs (. L -1) Vs WVs @ M AR vy D gine,
T, 2 B \ 72
H H a0 HVH D67 +v) DG ++) HVH
H H —Lsin @, sm@ cos ©,
1+ H ‘H (cos®, 1) ~1) HlHZ (cos®, ~1) ﬁsin 0,
2 (cos @, l 1+ (cos®, ~1 cos@ l ~25in @
) - .
- H H H H H H M
I (cos®, ~ 1) > (cos®,~1) 1 (cos®, 1) Tsin®,
I H HVH H H M
sin®, 22 in 0, sin @, cos @,
H ] M H"H

We wzorze (19) zastosowano nastepujgce uproszczenia:
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v,V v,V

v, 2\1 V. V,V. v, 2 V,V.
e, - 1 VaVs _ 2V3 LN L WY
HVH 7 +v7) v [ vz] M

s Z[Vz_vlzz]_vzvgcos&_ v, 2[v22+v3 ] " e -
v M M) M

2

2
v, +V3

3 s@v (20)
v+ |y i
:vz—vj—vz—?cos@v:vz—vj(l—cos@)
M= M M
Vz Vz VV (V2+VZ+VZ)VZ Vz Vzvz
———5+—25c0s0 + (‘ 2 ): ! z(zz 32)3 +:250080, +— 2 —
v M HVH v, M + vy IV M+ vy
V] V’» Z ® VIZVZZ VIZ(VZZ +v?z V’»z VZA ® 21
cos®, + = L+ 242 cos®, =
) HvH B T ) e T (21)
2 2
= v, v vy COS@V—I—VZZ-FLZCOS@V—I-F 2(cos@ -1)
CMEOME P MM M
v’ Hsz ’ s
cos®, + L2 cos®, + M =
PR R ) o b (VZ )
H H T e R e H H HH W)
V| V| V. V. V| V. V. V| V| V| V. V.
A P (22)
s®‘,=%+%+%cos®v= -3 —cos(—)»
uvu WO

HVH M

=1+L;(cos®v—l)

V1+L22(cos®v—l) —Vl—v;(cos(av—l) v‘—vj(cosﬁ)v—l) M sin 0,
gl M I I
—l—vf(cos(av 1) 1+25(cos®,—1) - ZV; (cos®, —1) 22 in®
a-| M I M M (23)
L;(COS('DV ) - ZV; (cos®, —1) 1+L2(cos 0,-1) Y in®
I il I I
sin®, 2sin@, 3sin@, cos®,
H H I I ]

Wyznacznik macierzy Bo jest réwny jednosci, poniewaz

-1

‘Bo‘:

o, HBBHBH‘ = ‘Ba‘il‘Bﬂ‘il‘Be‘ HBBHBa‘ = ‘B@\ ‘ =1 (24)

-1
Przeksztatcenie odwrotne B,  jest réwne®:

Macierz B9 nie jest ortogonalna stad konieczno$¢ powtdrzenia obliczen
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-1 e 1 e -1 Tp T T
B; :(Ba B/, BB\B/,BQT =B, B/, BB‘ B/,BQ:BQ B/, BB‘ B,B,

(26)

pPu
(1 0 0 0 [y.2 2
0 v, -V, 0 HV—'H 0 —7‘/2“‘%‘}3 0
e i e W
V. u 2 2
0 —2 - —3 90 v, +v v
— 0 — 0
R I I
L0 0 0 1 0 0 0 1 (25)
[2,,2 1 0 o 0
—si —L 0 Y2 _ 5 9
cos®, 0 0 Sll’l@v HVH HVH 0 0
0 10 0 0 1 0 0 NS +v3 NS +v3
0 01 0 v v v, 0 0
sin®, 0 0 cos®, | M 0 M 0 v Vz vt +Vz
0 0 0 1]0
Mamy kolejno:
Vi Vs Vs
I e el 0
A g I M
cos®, 0 0 —sin® v, v, 0
0
By, TB/;’Ba g (1) (1) g \/vz2 +v~,Z \/vz2 -¢—v,§Z -
sin®, 0 0 cos®, |- v vt RN il Vs 0
M M v M0
0 0 0 1
—cos®, —2cos®, —=cos®,  —sin®,
HVH HVH HVH
v v,
0 3 2 0
\/V22+sz \/vzz+v32
RS v v, v, vy 0
I M Jvf v M \/v; v,
H H —sin®, H Hsm@ H H —sin@®, cos®,
. — ﬁcns@l M T2c0sO, H i ciwo —sin®,
e A o
B 8o BB, = v, vt v vty 3 w‘ ) v, ‘ -
WD W T THERT WS ’
0 0 0 Y e Dsin, Bsin®,  cos®,
[ H 1 M '
et e *M (I e

0

0

- 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 -
v, 2 50, —v, —-V; 2 . 0 = " Sy 0 0 7 9'
I G M W e I Mo M
B

sin®, ~ 22 sin 0,
H ﬂ

M

1+ —(c 50, 1) ~ 0% (cos@, -1)
M M

0 8

c0sO,

_ v vt v
o 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
vt Aty v v vy v( vy Ay
v 50, ~1) —v, S =———cos — " s Fhine ®,
' M' I B (L (LIRS b

Thsin®, Tsin®, DsinG, 05O,
H I H T H I
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B\
0
1
—ﬁ(cos& —l) H H cos@ ) —Msm@ (28)
0 Vs 0
N AV, +v)2
v W( 50, —1) —v, T c0s @, HV‘H \/ jvz = v, T c0s @, HV‘HQZ ‘/ Zv‘ s W 0,
v M v+ M v, v
ﬁsin o, 7ﬁsin o, M >sin©, cos 0,
Ostatecznie:
1+ HVH (cos@ 1) - “‘ILF (cos®, —1) “‘/")“E (cos®, —1) H H —Lsin®,
2
- W\'}F (cos®, 1) 1+ HVVZHZ (cos®, —1) —%(cos@v -1) H H —2sin®,
B = (29)
v 2
v,v; (cos®, —1) 7vzv; (cos®, —1) 1+Lz(cos®‘,71) —sin@®,
M I I H 1
v—‘sin®v —v—zsin®v visin@)v cos®,
M M v ]

Transformacja Q wspotrzednych z uktadu @ do ® bedzie miata postac:
Dt = CtB& (30)

, ktéra po uwzglednieniu wzoru (23) daje:

L;(cos 0,-1) - V‘vzz (cos®, —1) vy (cos®, -1)  sin®,
M (i M H H )
v Wby 2 (cos®, -1) I+La(c0s®, -1) LS (cos®, —1) 25in®, fl
Drcpro| HVH W’ HvH H | %
w=Cax=| " "l (31
% EX( ) Vzv; (cos®, ~1) 1+-5 (cos®, ~1) 2 sin o, f3
0 HVH HVH M %,
H H L-sin @, H Hsm@ H H 38in@®, cos O,

Transformacja odwrotna D;

—L(cos®, ~1) M2 (cos®, —1) 2 (cos®, —1) —Lsin®,
HVH HVH HVH H I i
2(cos®, -1) 1 Yo ~(cos®, -1) - 2% (c0s®, 1) 2sin®, E le ))1} N
D =8¢ = H H "I H H HVH e | (32)
o A v ~Flek|”
(cos®, —1) 25 (cos®, —1) 1 (cos®, —1) —%sin®,
HVH H‘H H‘H H H 0 2
cos®,
HVH HVH HVH

Jak wynika z powyzszych wzoréw transformacja wspétrzednych w teorii TP
nie zmienia odlegtosci pomiedzy dwoma dowolnymi punktami. Réwniez
interwaty czasowe przy przejsciu z jednego ukfadu do drugiego s3
niezmiennicze, dlatego transformacje wspodtrzednych przestrzennych
mozna w prosty sposdb rozszerzyc¢ o transformacje czasu:
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+ V'; (cos@v —1) —V—(cosG) —l) V‘—v;(cos(a‘, -1) LsinGV 0
Gle) HVH M (i HVH -
X Ve, 5
Xl o el), HVH 2(cos®, -1) 1+ ‘T/H (cos®, -1) - ‘H/;“"% (cos®, 1) - M Zsin®, 0 75;
X, [=| e )|+ 2 X

x3 03 %(9059\,*1) VoV (cos@ -1) +—(cos® -1) —sin®, 0 ; (33)
! o (I HVH HVH H | X
—Lsin®, —25sin 0@, —=sin®, cos®, 0
M M H H .

,a transformacja odwrotna:

1+ ‘ (cos@ 1) —ﬁ(cos& -1) %(cos 0,-1) H H sin®, 0
f] (cos®, -1 (cos®, -1 —% cos®, -1 sin®, 0 i (‘: la)
x : x| | les)
* HVH HVH H H oy M P (34)
X3 = Xy [—|\v]e
; V]V; (cos®, —1) VZV’ (cos®, —1) 1 (cos®, 1) —sin@®, 0 ; O}
LM HVH HVH H I N
Usino, - 25in@, Dosin®, cos®, 0
I HVH HVH
0 0 0 1]

Wykorzystujgc wzory (8), w ktdrych nalezy przyjgé v= M i podstawiajac je
do (33) otrzymujemy:

x,:v,t{H( )]x,_vgg(yl S

x2=v2t—Lv§(}f1_1);l+ 1+Vi22(}/’1—1) %, — v2v3( 1)}3_ﬁj€4
M v M c

35
YW (-1 1) _ 2V - v (o =, V- 33)
x3:v3t+—2(}/ —1))(1 ( 1)x2+ 1+—2(}/ —1) Xy +—X,
I M v ¢
Vvi_ oV, V3
X, =X 42X, 2% +y'x,
c c c
t=t
Transformacja odwrotna ma postac:
xl[ H H( )](xl vt ﬁ( - sz vt +ﬁ( 71sz Vz - x4
@ZW( B (LU BT IR
(36)

=vt+ —( o IXXI —wt)- YaYs
M W

4 :h(xl _Vlt)_vfz(xz _Vzt)"'&(xx —v]t)+}/"x4
c ¢ ¢

M=o ) [1+( I—I)J(Xz—wt)—t)u

=|

i=t

Zapiszmy jeszcze przypadki szczegdlne transformacji dla predkosci lezgcych
na pfaszczyznie L(el,ez). Transformacje dla tego typu przypadku mozna
wyznaczy¢ podstawiajgc:

v, =0 (37)

, do wzordw (35) i (36).
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2
X =wt+ 1+V¥2(;/’1 - 1)
I

X _%(771 _1)?2 + 2%
I

|
Xy

2
X =yt =2 (7 1 | 1+ 2 (! 1) 7, -2,
I I (38)
Xy =X
I e
X, ==X +2X,+y X,
c c
t=t
, oraz:
2
X = [1 + ‘)42(}/’l - I)J(x, —wt)— v,vg (y’] - Isz - vzt)—th,
I M ¢
2
S TP m[lﬂz( '_1)]< P
X V4 X =V V4 X, — V. X
M o M T e (39)
Xy =X
X, :L‘l(xl _Vlt)_v%(xz _Vzt)+ 771x4
c [
=t
W szczegdlnym przypadku dla:
v, =0
v, =0 (40)
mamy:
vlz 1 - —1— | —
X, =vt+ 1+W(7/ )x1+ X,=vt+y X +-%,
V)
X, =X,
X, =X, (42)
x,=——% +y7'x,
t=t
, oraz:
%] [cos®, 0 0 —sin®, 0)[x,] [(Gle)
%, 0 1.0 0 O0f|x 0
=l 0 01 0 of|x|-| o (42)
X, sin®, 0 0 cos®, Of]x, 0
7 0 00 0 I\ 0

Reasumujac, nalezy

stwierdzi¢, ze tradycyjne wzory transformacyjne z

uktadu @do ® wynikaja z btednego zatozenia dotyczacego struktury

przestrzeni, co prowadzi do utozsamiania obiektéw z uktadu ® 7z ich

rzutami na hiperpowierzchnie brzegowe uktadu ®

Zestawienie rzutéw wielkosci fizycznych uktadu @ na hiperpowierzchnie

brzegowe uktadu ® w postaci tabelarycznej:
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Wielkos¢ fizyczna Transformacja Rzut
[ Iy lcos®,
At Aty AtcosO®,
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